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1. Johdanto

Moni tieteellinen ongelma on joko suoranaisesti matriis ongelma tai se voidaan
palauttaa téllaiseksi esimerkiksi diskretoinnilla. Téasté johtuen matriisilasku algoritmit
ovatkin selvasti erityisasemassa tietotekniikassa ja ne ovat yha jatkuvan kehittamisen
kohteena.

Matriisi probleemoissa alkioiden méaré nousee helposti yli miljoonien, jajotta
laskenta voitaisiin suorittaa siedettévassa gjassa saatikka tutkia ratkaisujen erilaisia
parametri riippuvuuksia, on jarkevdd turvautua rinnakkaislaskentaan. Tama tuo
huomattavia lisdhaasteita itse malintgjalle: on huomioitava esim. latenssit seka
kuorman tasaus, jolloin rinnakkai stami sesta saadaan suurin mahdollinen hyoty.

Téssa esitelméssa kaydadn 18pi muutamia rinnkkaistetun matriisi  laskun
perusasioita. Teksti on padosin referoitu Gene H. Golubin ja Chrles F. Van Loanin
kirjan Matrix Computations luvusta 6. Myos muita |dhteitd on kaytetty, mutta néhin
e itse tekstissd muutamaa poikkeusta lukuun ottamatta viitata. Kappale kohtaiset
viitteet on kuitenkin annettu tekstin lopussa.

(Golub ja Loan kayttavét kirjassaan hyvaks matlabin notaatioita vektoreiden ja

tassa esityksessa. Tekstin seuraaminen edellyttéa siis perus matlab osaamista)

2. Rinnakkais ohjelmointi ja rinnakkaiskoneet
Rinnakkai slaskennassa ohjelmointimallit voidaan jakaa kolmeen ryhmaan :
- jaetun keskusmuistin ohjelmointimalli

- viestin valitykseen perustuva ohjelmointi

- datarinnakkainen ohjelmointi.

Tassa tyossa kasitell8an |8hinné kahta ensiksi mainnittua mallia.

Ohjelmointi mallien liséksi my0s rinnakkaistietokoneet voidaan jakaa eri tyyppeihin
(ktskuva 2.1):

- SMP-tietokone (symmetric multiprocessor): prosessoreilla yhteinen keskus muisti
- MPP-tietokone (massively parallel processor): prosessoreilla on omat hajautetut
keskusmuistit

Rinnakkaiskoneen tyypin e kuitenkaan véalttamétta tarvitse vastata kaytettya
ohjelmointimallia.
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Kuva 2.1 . Rinnakkaislaskennan arkkitehtuureja

Jaetun muistin jarjestelmissa prosessorit  kommunikoivat lukemalla ja
kirjoittamalla globaaleja muuttujia, jotka djaitsevat yhteisessd (globaalissa)
keskusmuistissa. Jokainen prosessori kuitenkin suorittaa omaa |okaalia ohjelmaansa,
joka puolestaan sijaitsee kyseisen prosessorin lokaalissa muistissa.

Hajautetun muistin jarjestelmissd prosessorien valinen kommunikointi on
jarjestetty prosessorien valisella viestinndlla

3. Matriisien ja vektoreiden lohkominen
rinnakkaislaskennassa

Rinnakkaisalgoritmien kannalta on oledllista miten data jaetaan prosessorieiden
lokaalien muistien kesken. Datan sijoittelu on erityisen térkeda kuorman tasauksen

kannalta.
Tarkastellaan ensin vektoreita. Oletetaan, ettd x/11" ja ettd prosessorien

maardlle p patee n = pr. x voidaan jakaa prosessoreille riveittéin tai sarakkeittain:
» Sarake jaossa x gatellaan r xp matriising,
Xixp :[x(l:r) x(r+1:2r) [II x(1+(p—1)r:n],

jajokainen sarake annetaan eri prosessorille.
* Rivi japssa x gjatellaan puolestaan pxr matriising,

xpxr:[x(l:p) X(p+1:2p) [II x((r—l)p+1:n)].

Nyt x jaetaan riveittéin prosessoreille.

Vastaavasti nama jaetaan tylillisesti jatkuvaan jajaettuun (wrap).

Jos n el ole p:n moninkerta eli, n = pr + q (0 < q <p) ,niin prosessoreista
1...qtallettaajokainen r+1 alkiotaja prosessorit g+1...p tallettavat r alkiota.

Matriisit voidaan talettaa vastaavalla tavalla kuin vektorit. Taulukossa 1.
|6ytyy nelja tapaa tallettaa nelid matriisi ADO™", ja néille jokaiselle 16ytyy analoginen
lohko tallennus. Matriiseille 16ytyy myos ns. 2D syklinen lohko tallennus (kuva 3.1),
jota kayttéa esim. ScaLAPACK kirjasto. Tama jako tapa takaa erittéin hyvan
skaal autuvuuden ja kuormantasauksen.



| Suunta | Tyyli | Prosessorin ydata |

Sarake Jatkuva | A(:, 1+ (u-1)r: ur)
Sarake Jaettu A upin)
Rivi Jatkuva | AQQ+ (1), 2)
Rivi Jaettu A(up:n,:)

Taulukko 1. Erilaisianelio matriisin ADO™" jako tapoja.

a'11 a'12 a13 a'14 a15 u 1
a..a. a.a..a a11a12a15 a1:ata14
21 Agp(lpg Sloy s ola.a.a a.a
a ala ala ziEA gl og zz®ld 74
31 Ay |€lg; Clgy s, a..ad.a.|da..a,,
a,a,a,a,a, 1 a..a.d..|ad.a.,
a, a.a,|a,.a
a,,da, da.a.a. 411 40 45 434y
53 pnatriiel jaettuna lohkoihin 4:11e Lohkojako prosessorn hilassa
prosessorille

Kuva3.1. Syklinen 2D lohkojako 5x5 matriisille 2x2 prosessori hilassa

4.Valikoituja matriisi operaatioita rinnakkaislaskennassa

4.1 Hajautetun muistin jarjestelma

Hajautetun muistin jarjestelmissd voi olla jopa useita tuhansia prosessoreita, jolloin
prosessoreiden valisestd kommunikaatiosta aiheutuvat viiveet ovat laskenta tehoa
rgjoittava tekid. Taman takia algoritmit pyritéénkin toteuttamaan siten, etta vain |1ahi
naapurit kommunikoivat kesken&an.

Viestien vadlitykseen kuluvaa aikaa 1 voidaan kuvata yksinkertaisella mallilla,
jossaviestit |ahetetéén send({ matriisi}, { vastaanottan prosessorin numero} ) funktiolla
ja vastaanotetaan recv({matriisi}, {l8hettdvéan prosessorin numero}) funktiolla. Jos
edelld mainittujen funktioden alustus vie gan ts ja yhden liukuluvun siirto gjan ty ,
kuluu viestiin joka sisdltdd m liukulukua aika

(M) = tg+ tgm. (4.1)

Seuraavaks esitelldan viestinvalitykseen perustuvat matriisi ja matriisi-vektori
tulo. Viesteihin kuluvaa aikaa arvioidaan kayttamalla kaavaa (4.1).



4.1.1 Matriisi-vektori tulo

Tarkastellaan matriisioperaatiota z = y + Ax (AOO™" |, x,y,200") rengasmaisessa
prosessori geometriassa. Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd n = rp, ja jaetaan
ongelmalohko muotoon

o,
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missa  A;00™ jax, i, z OO . Oletetaan vielg, etta x,, y,, z, ja A:n ws lohko rivi
sijaitsevat (:nnen prosessorin lokaalissa muistissa. Nyt £nnen prosessorin tulee tehda
laskutoimitus

p
2, =Yy +ZAMTXT J
7=

joka sisdltdd muutakin kuin lokaalia dataa. Jotta ei-lokaali data saadaan kunkin
prosessorin ulottuville, kierrdtetéan lohko vektoreita x; renkaan ympéri (kuva 4.1).

0 oy,
0_0O-
0= O

Kuva4.1. Lohko vektoreiden x; syklinen kierto rengas geometriassa.

Oletetaan nyt, etta prosessorissa (/ on olemassa lokaalit alustukset:
p, k, left jaright (I1&hinaapurit), n, row=1+ (u-1)r:ur, Ao =A(row,:),
Xioc = X(row), Yioc = Y(row), jolloin agoritmiavoidaan kuvata pseudo koodilla:

fort=1.p
send(Xioc, right)
recv(Xoc , left)
r= -t
ift<0
T=7+p
end

Yioc = Yioc Aloc(:, 1+ (T‘ 1)I'Z ZT) Xoc
end

Jos laskenta etenee nopeudella R liukulukuoperaatiotals (flops/s), saadaan k:n
prosessorin vaatimalle laskenta-gjalle T(k) arvio



2n?
T(k) =
(k) Rk

+2tk+2t,n, (k).

Jos k=1, on kommunikaatio tarpeetontaja T(K) = 2n/R.

Matriisin A ollessa esimerkiksi alakolmio matriisi tulee edelld kuvattuun
algoritmiin paljon nollalla kertomisia ja summaamisia. Nama turhat laskutoimitukset
poistuvat, joS Yo paivitetdén seuraavasti,

if rsu
Yioc = Yioc Aloc(:, 1+ (T' 1)r: TI') Xoc
end.

Nyt laskutoimitusten mé&dra puolittuu, mutta kuorma jakautuu epatasaisesti
prosessorien kesken: prosessori 4 joutuu tekemaan noin (%2 laskutoimitusta.

Kuormantasaus ongelma voidaan ratkaista jakamalla matriisi riveittain
prosessoreille, eli kayttamala taulukon 1. tapaa 4. (lohko muodossa) datan
talletukseen. Vieldkin laskutoimitusten ma&rd kasvaa w:n kasvaessa, mutta
alkuperdiseen  tilanteeseen  verrattuna  kuorma  jakautuu  huomattavasti
tasaisemmin.Y leinen algoritmi voidaan toteuttaa indeksi manipulaatiolla, mutta edell&
kuvattu algoritmi séilyy hyvin saman kaltaisena.

412 Matriisi tulo

Valitaan prosessori geometriaksi 2D torus (kts. kuva 4.2), ja tarkastellaan matriisi
operaatiota D = C + AB, missa A, B, C J™™. Oletetaan, ettd toruksessa on pyx p;
prosessoriajaettdn = r p;. Tall6in matriisit voidaan jakaar »r blokkeihin, €li toruksen
prosesori (i,) tallettaa lokaaliin muistiinsa lohko matriisit Aj, Bjj, Cj ja Dj
(A;,Cij, Dy L) Nyt prosessorin (i,)) tehtavana on kirjoittaa yli Cj; laskutoimituksella

Py
Dij = Cij + Z Ak Bkj . (4.3)

Kuten matriisi vektori tulon tapauksessa tassakin operaati ossa tarvitaan paljon
ei-lokaalia dataa, ja prosessoreiden kommunikaatiosta on jalleen huolehdittva. Lohko
matriisien siirrot voidaan tehda liu-uttamalla matriisgja A ja B toruksessa syklisesti
siten, ettd A:n akiot liikkuvat lanteen ja B:n pohjoiseen. Taldin ideana on, etta
jokainen prosessori saa laskettua yhtalossa (4.3) esiintyvan summan niin, ettd sen
muistissa on aina vain kumuloituva tulos Dj; seké kaksi |lohkomatriisia Aic ja By . Kun
tulo Aix By on laskettu ja summattu |8hetetddn matriisit eteenpé@in (Aix lénteen, By
eteldén) ja vastaan otetaan uudet lohko matriisit (Ain idastéd , By etelastd). Téta
kutsutaan Cannonin agoritmiksi.

Algoritmin toteutus vaati kuitenkin lohko matriisien syklistd uudelleen
sijoittelua toruksessa: A:n n:tta rivia on siirrettava n-1 prosessoria itéan ja B:n n:tta
saraketta sirretddn n-1 prosessoria eteléan. Kuvassa 4.3 on esitetty agoritmin
toiminta tapauksessa p; = 3. Kuva sarjasta voidaan todeta, ettéa prosessorin
(i,j) kohtaavat vain lohkot Ay ja By, k=1,2,3.



L P (1.1) PP Pl ,4)J
P21y F(2.2) P (2.3) P24
| | | |
P (3,13 Fi3.2) F3.3) PE4
r P4, Fid P45 P44 —|
Kuva4.2 . 4x4 2D torus.
T=0 =2
Aui B |A By |Aiz Bas Az B3 |An B A Bgs
Axr By | Az B | A Bis Axi Bir |Ax Bx | Ax  Bss
Az B3 |Asr Bio |Ax Bas A By |Ass B A B
T=1 t=3
Apr By | Aiz Ba |Ain Bis Aii Bt |A Bxn | Az Bss
Az B3 |Axx B |Ax B A By |Ax B |Ax B
Asi Bii | Az By | Az Bas Az Bt |Asn Bip |Axx By

Kuva 4.3 . Lohkojen kulku 3x3 toruksessa.

Jos oletetetaan, ettd laskennan alkaessa prosessori (i,j):I1& on muistissaan
kerrottavien matriisien lohkot (i,j) saadaan laskentaan kuluvaks kokonaisgjaks k:lla
prosessorilla (laskenta nopeus R flops/s)

T(K) = 2(k-1)(ts + (N%K)tg) + 2n%/(RK).

Laskennan jalkeen lohko matriisit eivét ole oikeilla prosessoreilla toruksessa, vaan on
tehtava alustuksena tehdyt sykliset siirrot takaperoisessa jarjestyksessd. Tamavie gjan
(k-1)(ts + (n*/K)ty), joka on liséttava aikaan T(K).

Algoritmia voidaan parantaa huomattavasti kayttamalla putkitettua broadcast
viestintéd. Nan on tehty esimerkikss SUMMMA (Scalable Universal Matrix
Multiplication Algorithm) algoritmissa, jota on kaytetty esim. joissain matriisi
aliohjelma kirjastoissa.



4.2 Yhteisen keskusmuistin jarjestelma

Yhteisen keskusmuistin  rinnakkaisarkkitehtuureissa vayldn kapasiteetti ja
prosessorien lokaali muisti yhdessa rgjoittavat laskennan tehokkuutta, ja vaylan
nopeus asettaa ylérgjan prosessorien méérélle. Jos ohjelmaa aetaan MPP-
tietokoneessa, ragjoitukset ovat luonnollisesti erilaisia.

Datan siirto lokaalien ja globaalin muistin valilla seka globaalien muuttujien
péivitykset taytyy tehda huolellisesti. Nama toimenpiteet taytyy gastaa dynaamisesti,
silla muuten saattaa kayda niin, ettd essm. jotkut globaalien muuttujien patykset
pyyhkiytyvét yli.

Tutkitaan jalleen perus matriisioperaatioita, ja havainnollistetaan globaalien
muutujien péivitysta seké kuormantasausta.

422 Matriis vektori tulo

Oletetaan edelleen, ettd n = rp, jamuutetaan operaatio z= y + Ax lohko muotoon:

=0 DiO

O
'—DI:II:I

’@I:II:I

O

+ (4.9)
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galnimin

p p p

missa A, jay,, , z,[ 00" sek& xJ". Nyt A, X ja z sijaitsevat globaalissa muistissa,
jotakaikki prosessorit voivat lukeajakirjoittaa.

Nyt laskenta voidaan toteuttaa yksinkertaisesti siten, etté prosessori ( ensin
lukeey,:n, Asnjax:n lokaaliin muistiinsa ja taman jalkeen laskee kaavan (4.4) rivin
M ja péivittda tuloksen yhteiseen muistiin. Algoritmin nopeuteen vaikuttaa ol eellisesti
se miten A, luetaan yhteisesté keskusmuistista.

Ongelman voi jakaa lohkoihin myos toisellatavalla

[k, O
z=y+[A1 Ap][EE D, (4.5)
%

missa A,L0™, x,0" jay,z[". Laskenta voidaan toteuttaa esimerkiksi kayttamélla
globaalia taulukkoa W™, jonka pysty vektoreihin talletetaan lohko tulot A.x,. Kun
kaikki lohko tulot on laskettu, voidaan laittaa esim. yks prosessori laskemaan W:n
sarakkeet yhteen. Toinen vaihtoehto on antaa kunkin prosessorin huolehtia vektori
summan paivityksesta. Jos nyt algoritmi kirjoitetaan niin, ettd z kirjoitetaan y:n paélle,
voi joidenkin prosessorien kontribuutio vektori summaan Kkirjoittua yli. Tasta
ongel masta paastaan, jos prosessori 1 suorittaa laskennan esimerkiksi seuraavasti:



r=n/p; col = 1+ (u-1)r: ur; Aoc = A(:, col); Xioc = X(cOl);
Wioc = Aloc Xioc

Viec=Y
Yioc = Yioc + Wioc
Y = VYioc

missa katkoviivoin ragjoitetun osan voi suorittaa vain yks prosessori kerrallaan. Jos
ndin el menetellg, voi ohjelmassa tapahtua esimerkiksi suoritus

Prosessori 1 lukeey:n
Prosessori 2 lukeey:n
Prosessori 1 paivittéa y:n
Prosessori 2 paivittaa y:n,
jossa prosessori 1:n kontribuutio vektorisummaan havida.

4.2.2 Matriisi tulo

Olkoon laskettavana D = C + AB kohdan 4.1.2 tapaan silla poikkeuksella, ettéa B on
ylékolmio matriisi. Jaetaan matriisit j&lleen lohko muotoon p:n prosessorin kesken:

YRS R R Y NSRN  WN- 0 BT
missa jokai sen lohkon koko on r = n/(kp). Merkitaéan

B, 0
a. o

ED

o
I

By 0™,

OoOOod
o oo o
OoOoQgod

jolloin D; voidaan laskea seuraavasti:
j
D, =C; +ZAKB,].. (4.7)

Dj:n laskemiseen tarvittavien liukulukuoperaatioiden maara on

3
f, =2nr! =%E
P

joka kasvaa j:n funktiona. Kuorma siis jakautuu epétasaisesti. Kohdassa 4.2.1 saatiin
kuormantasaus aikaan kayttamalla jaettua datan sijoittelua prosessoreille, ja téssa



voidaan menetella vastaavalla tavalla. Asetetaan prosessori 4 siis laskemaan Dj j:n
arvoillaj = p:p:kp, jolloin sen tarvitsee tehda

k k2p 2n3
F(u) = Z fuinp = ESU +TEW

liukuluoperaatiota. Kuorman tasauksen mittana voidaan kayttéa suhdetta F(p)/F(1).
Koska

F(W) _1, 2p-T1)
F() 2+kp

laskenta ty0 jakaantuu sitd tasasisemmin mita suurempi k on. On kuitenkin
huomioitava , ettd globaalin muistin ja prosessorien valinen kommunikaatio kasvaa
k:n kasvaessa. Eli latenssien ollessa suuria suuren k:n valinta saattaa lopulta hidastaa
laskentaa.

5. Matriis kirjastorutiineista
5.1 ScaL APACK

LAPACK (Linear Algebra PACKage) kirjastolle [6ytyy rinnakkaistettu versio
ScaLAPACK (Scalable LAPACK), joka on suunniteltu hgjautetun muistin MIMD
tietokoneille. Se on kirjoitettu SPMD-ohjelmointityylilla (Single Program, Multiple
Data), ja kuten jo aiemmin mainittiin ScaLAPACK:issa oletetaan, ettéd matriisit ovat
jaettu sykliseen 2-dimensionaaliseen lohko muotoon (kts kuva 3.1).

Scal APACKIin rakennuspalikoita ovat BLAS kirjaston (Basic Linear Algebra
Subprograms) rinnakkaistetun version PBLAS (Parallel BLAS) funktiot. Prosessorien
valisestd viestien valityksesta huolehditaan BLACS funktioiden (Basic Linear
Algebra Communication Subprograms) avulla. ScaLAPACK on pyritty rakentamaan

5.2 PBLAStestigjoja

PGEMM on PBLAS-rutiini, joka suorittaa matriis kertolaskun kayttamalla SUMMAa
vastaavaa algoritmia. Seuraavaksi tarkastellaan CSC:n 3TE:lla tédlle tehtyjen
testigojen tuloksia (Yrj6 Leino, @CSC 3/97).

Ensimmaisessd testisarjassa tutkitaan matriisin koon vaikutusta laskenta
aikaan, ja prosessorien lukumaara (8x8 hila eli 64 prosessoria) pidetdan vakiona.
Matriisilohkolle on kaytetty kahta arvoa: n=25 jan=250. Kuvassa 5.1 on esitetty gjon
tulokset. Isolla lohkokoolla laskenta-aika oskilloi hieman, kun taas pienella lohkolla
kasvu on lineaarista. Oskillaatio johtuu yksinkertaisesti siitd, ettd lohkot eivét
jakaannu tasaisesti hilaan, jos matriisin koko e ole jaollinen luvulla 2000.
Pienimmalla matriisin koolla N = 1000 vain 4x4 hila prosessoreista on tyollistettyna
n=250 jaolla, mistd aiheutuu kuvagjassa nahtdva melko suuri ero n=25 jakoon
verrattuna.

10
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Kuvabs.1 . Laskenta-aika matriisin koon funktiona

Toisessa tedtisarjassa matriisin koko (N=1000) ja prosessorimaara (4x4)
pidetéén vakiona, jolloin paastéan tutkimaan kuorman tasauksen vaikutusta laskenta
aikaan piirtamalla laskenta-aika |ohkokoon funktiona. Testin tulos on esitetty kuvassa
5.2. Kuvagjan minimit |6ytyvét kohdista, joissa kuorma jakaantuu mahdollisimman
tasaisesti hilaan. N&in k&y, jos 1000/4n on jokin kokonaisluku, €li jos n = 250, 125,
50, 25, 10, 5, 2, 1. Néista nelja ensimaista voidaan paikantaa kuvasta 5.2, mutta kun
n< 25 alkaa laskenta-aikaa hallitsemaan prosessorien vdinen viestintd. Voimakas
piikki arvolla n = 200 aiheutuu kuorman epétasauksesta: N/n = 1000/200 = 5 ja
hilassa on 4x4 prosessoria, €li hilan ensmméiselle prosessorille tulee 4 |lohkoa,
ensimmaisen rivin ja sarakkeen muille prosessoreille 2 lohkoaja 9 prosessorille vain 1
lohko. Kun n lahestyy arvoa 333 tekee tyon oleellisesti vain 9 prosessoria, mista
aiheutuu loiva maksimi k&yrén lopussa.

11
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Kuvab.2 . Laskenta-aika |ohkokoon funktiona.

Viimeisessd testisarjassa tutkitaan skaalautuvuutta. Nyt matriisin koko pidetdan
vakiona, ja prosessori maarda kasvatetaan. Kuvassa 5.3 olevan sovitetun suoran
kulma kerroin on hyvin ldhellda arvoa—1. PGEMM skaaautuu siis |ahes ideaalisesti.

6. Y hteenveto

Matriisi laskut ovat perdkkéisen ohjelmoinnin ”oppikirja tapauksia’ ja sama tuntuu
patevan my0Os rinnakkaisohjelmoinnissa. Suurten ongelmien tehokas ratkaisu
edellyttéa kuitenkin monien asioiden, kuten viestinvalityksen ja kuormantasauksen,
huolellista tarkastelua. Etenkin tiheiden matriisien tapauksessa tarvitaan paljon
viestintédd, ja laskenta saattaa muuttua tehottomaks ellel viestintd kustannuksia
optimoida

Koska on jo olemassa tehokkaita matriis aliohjelmakirjastoja, on
kyseenalaista kannattaako itse painiskella ndiden ongelmien kanssa, etenkéén jos
matriisi laskut ovat pelkkda mallinnuksen tytkalu. On kuitenkin syyta olla perilla
perusperiaatteista ja rgjoittavista tekijoistd, jotta pystyiss mahdollisimman hyvin
hyddyntéamaan naita kirjastoja.
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